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s résullins ,-L,i.;n[' . Par les formules d'Eeren, on suly-

a ces conditions les conditions équivalentes

i o
Sfla, 1 ” ar=t fla, 1) —

rp~i -

5 =

Jrt—2dy ! e dyr—1
itres termes, il faut et il suffit que les p dérivées partielles de
(p—1), prises par rapport & z et 3, s’annulent 10rsque

remplace & par a et s par 1.

wple I. — Si f(z,y, 3,...) est un polynome homogéne de degré
I'identité

) 7 a1l n—gq
£ ) f(-Tuy.)'ne--w)“—E’m (xo%‘+-<-> Sz 0.

p lo Odevdod

i
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CHAPITRE XIII.

LE CALCUL SYMBOLINUE.

On doit considérer le calcul symbolique comme une méthode
rapide pour I'écriture des formules dans une suite de déductions
théoriques; mais, lorsqu’il s’agit de déterminer les valeurs des nom-
bres fournis par ce calcul, il est indispensable de remplacer la for-
mule symbolique par le développement ordinaire. On fait de
méme lorsque la suite des raisonnements laisse dans I'esprit une
certaine obscurité; alors on remplace encore la formule par les
notations ordinaires. C'est donc, en quelque sorte, pour le déve-
loppement des nouvelles théories, une sténographie des formules
de I'Arithmétique et de I'Algébre.

Cette méthode est déja ancienne; on la trouve comme procédé
mnémonique dans les écrits de Lerextz, pourles dérivées successives
d’un produitde deux ou de plusieurs facteurs; on la retrouve dans
lasérie de Tavror étendue aucasde plusieursvariables; nouslavons
déja employéc dans les formules fondamentales du calcul des dif-
férences. Développée plus tard par Lirrice, ‘par Vixper:yoNDE et
par Herscuew, elle a été considérablement augmentée par les tra-
vaux de Cavrey et de SyrLvEester, dans la théorie des formes.

Dans un ouvrage intitulé Calewlus of Operations, CiryicHAEL
a exposé les méthodes générales de ce calcul rapide; ses dévelop-
pements se rapportent surtout a I'emploi des symboles d’opération,
comme ceux du calcul des sommes et des différences S et A, et ceux
du Calcul différentiel et du Calcul intégral. Mais Ja méthode sym-
bolique, que nous employons ici, différe des précédentes sous ce
rapport, que les symboles que nous considérons désignent des ([uan-
tités et non des opérations; nous nous rapprochons ainsi pour une
partie de la notation, employée par CivLey, pour les polynomes en-
tiers (quantics). L'application de cette méthode nous a permis
de simplificr, d'une manicre trés notable, les raisonnements ot les
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résultats sur le caleul des sommes et des différences, sur les nom-
bres de Brrxotrnr et d’Eveen, sur la théorie des séries récurrentes
oty par suite, sur la théorie générale des fonctions. Par notre mé-
thode. Tes développements prennent une forme plus concise, plus
condensde, qui conduit & des généralisations successives et indéfi-
nies des propeiciés qui concernent les nombres, et des formules qui
fesrenferment. Ainsi, dit Larrice, « Jalangue de Panalyse, la plus
parfaite de toutes, ¢tant par elle-méme un puissant instrument de
découvertes, ses nolations, Jorsqu’elles sont nécessaires et heureu-
sement imaginées, sont les germes de nouveaux caleuls. »

(.:e Chapitre contient quelques principes généraux, et leur appli-
cation a la solution de plusieurs problémes considérés par Eviex.
Ceus-ci se rapportent aus Permutations figurées et 4 1’Arithmé-
tique de position: le Chapitre suivant donne Papplication du caleul
svmbolique au Calcul des sommes et au Calcul des différences.

121. Du symbole potentiel. — Considérons des nombres quel-
conques

1h) boy b1, b9 Lo by, .

formant une suite limitée ou illimitée, de telle sorte qu’a chaque
valeur de I'indice corresponde un nombre déterminé.

Nous désignerons par b le svmbole des nombres de cette suite,
et nous supposerons que, dans les formules transitoires, & est une
quantité assujettie aux lois ordinaires du calcul algébrique et, en
particulier, & la régle des exposants entiers et positifs,

bin bn A Ym+n,

Ala fin descaleuls, on doit remplacer les exposants de bpeir des
indices et Jes nomlires b par ceux de la suite.

Soit un polyndme de degré n, dans lequel nous mettons en évi-
dence les coefflicients du développement de (1+ z),

nin —i) 3

2 2 "4 b, 20;

n
)= oz " by ane
i 5

nous pouvons ¢éerire ce polyndme sous la forme condensée

Lf(]‘lé(,r+b}n__

C
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: N . y o
en ayant toujours le soin de tenir compte de Uexposant z¢ro

de b et du nombre correspondant by.
On voit immédiatement que la dérivée f'() du polynome f(z)

peut s’écrire symboliquement
f(x)en(z + o)1,
et, par suite, on a pour la dérivée d’ordre p,
fiz)yLenin—1)...(n—p+1)(x+ b)n—r.

Eremple I. — Silon suppose

.

uehs (x + a)r, ot (2 b)",

et si I'on considére I'expression

y o= upt — et u e () ule,

dauns laquelle les exposants sont des indices de dérivation, Jafonclion y est

indépendante de z. ) (Havpnex).
On voit, en eflet, que la dérivée p' est nulle; on obtient la valeur de y,

cn remplagant z par o, ce qul donne

yemal(a—b)n.

Plus généralement, considérons le polynome homogéne

- f(x, J") — boﬂ,,.’c")'o—i ’_:' 51 au—jﬂ'f'"—')’ .

n{n—n ba@por "1y = .= b ag20y";
1.2

nous pouvons I'écrire sous la forme symbolique condensée

f(z, ))& (az + by)™,

en supposant que l'on remplace, apres le développement du ses
cond membre, les esposants de @ et de & par des indices. On

trouve, comme précédemment,

| U—f s nalar + by ),
i Jr
| ' of

— < nb(az + by )it
uy

On peuntdonc appliquer a un polyndme sy mbolique les procédés
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ordinaires de dévivation : dailleurs, on peat considérer des poly-
nomes contenant un nombre quelconque de variables et de sym-

boles, tels que
(axr-+by—+cs—...)"

Lorsqu'un polynome f(.r), a une scule variable, n’est pas homo-
géne, on peut loujours I"écrire sous la forme homogeéne f(z, »);
il suffit, dans les résultats, de remplacer ensuile )° par 1; cetle re-
marquce sapplique d’ailleurs aux polyndmes contenant un nombre
quelconque de variables. Ainsiles propriéiés des formes homo-
géncs slappliquent aux polyndmes svmboliques.

Nous avons supposé que I'on peut représenter par une lettre le
symbole d'une suite de quantités données; inversement, on peut
calculer successivement les termes d’une suite définie par un
svmbole. Soit, par exemple, une suile donnée

(a) aOval-aﬂt"':aIH"-.;

on peut, de bien des manicres dilférentes, calculer des suites de
nombres ui dépendent des nembres de la sulte (a).
Posons, par exemple, '

(1) b,A(a =),

¢’est-a-dire
nin—1

n
by=a,— - ap-1—+
1 1.2

Ap_s—+ ...+ Ay,

Nous allons montrer que I'on peatintroduire, dans la relation (1),
unc variable quelconque z; en effet, soit f(x) un polyndme quel-

conque
J"(:J-J :PLX‘L"‘I—:-Pi‘T’I—‘ %—[721'"-!—5‘- . '+Pﬂ 1-0;
.
nous avons, daprés la formule (1),
b, <=la —I1)4,
bpoyela — 1y

i

o

CHAPITRE XI1il. — LE CALCUL SYMBOLIQTUE. 209

En multipliant respeclivement ces égalités par po, iy Pay--ssPa
et en ajoutant, il vient

(2) . Sy fla+1).

Cette relation subsiste, quelle que soitla fonction entiére f(x).
Nous pouvons donc écrire les égalités
P g

S ()= f(a+),
S o)y fi(at ),
Sy (a+1),

cn les multipliaht respecli\'ement par

. z 52 58 zn
I, ﬁ, ;-!J 31 y eeey 30
il vient, en ajoutant et en tenant compte dz la formule de Tay-

Lor, ’égalité symbolique
fls+b)yed f(z+a—+1).

Ce procédé d’extension d'une égalité symbolique s'applique
¢videmment 3 une fonction d’un nombre quelconque de variables
ct de symboles. Ainsi, dans la formule précédente, on pourra
supposer que 3 représente un symbole au lieu d'un nombre.

Non seulement les formules symboliques déterminent des
nombres par des relations avec des nombres donnés a l'avance,
mais elles peuvent servir & déterminer les termes successifs d’une
suite inconnue. Ainsi, par exemple, la formule

(B—1)"— Bretvo,

Ty .
pour 72>>1, en supposant By=1, By=— 3 permet de déler-

miner successivement des nombres By, By, By ..., et ainsi indé-
finiment; nous verrons plus loin que ces nombres sont fort impor-
tants dans les développements de I'Arithmétique et de I’Algébre ;
on les appelle nombres de Berxovrrt. Nous devons ajouler que.
pour la simplification des raisonnements et des formules, il nous
a paru indispcnsable de modifier légérement les notations ordi-
naires de ces nombres.
E.L.—1 14
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199 i i
122. Du symbole exponentiel. — Au licu de metire en évi-
dence, dans le dcvcloppcmcm de f(x),lescoefficients du bindme
= . e . . . ! . , . i ’
on peut ¥ metire telle suite régulicre ou irrégulicre de coefficients
donnés a 'avance; ainsi ' S ]
Jonné HACC’ ainsi, par exemple, nous pouvons toujours
écrire un palyndme f(r). de degré n, sous la forme
5 a
f(D)=a,+ —":t"—;-2£3+ B, + 2% n
! 2! LR Y
Nous désig né ] s5é
signerons ce polynéme par la notation condensée exp azx,
que nous appellerons la forme symbolique exponentielle. Nous
allons d'abord donner les dérivées successives d’un polynéme
¢erit sous cette forme. Soit done

Sf(z)=2 expaxr.

Eu.sup_posant_le polyndme développé et en prenant la dérivée, on
vérifie immeédiatement que I'on a

S lz)e a exp az,
ST {r)<Latexpar,

et, en général, -
SfPz Larespaxz.

Le développement de la puissance d’un binéme peut s’écrire
sous la forme esponenti ; alnsi, s1l° Ssi ‘
: P .entllel]e, aiosi, sil'on désigne par p, le nombre

es arrangements simples s pri 3 ‘est-a-di
s g ples de p lettres prises n 4 n, c’est-a-dire
si I'on pose :

pnzp(P—I)...(p—n+l),
on a la formule
(1+—zjppeesppr;

on a. de méme, pour d’autres valeurs de I'exposant,

(1+z)doexpgur;

(1-+z) s exp ra;

< JO8 < l— N né
supposons r —p +¢; la formule du binéme de Vixpenmoxne
peut s’eécrire <ous la forme condensée

() P p < g s
¢l, par suite,

(2) EXppr X expgr2esp(p+g)r.

B e —

C
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D’ailleurs, puisque les développements des binémes de NewTtox

’

et de VanperMONDE ne reposent que sur la régle des exposants, a

savoir
pm.ph= pm+n,

il en résulte que I'identité (2) subsiste pour deux polyndmes ex-
ponentiels quelconques, exp pz et exp gz, et que le produit de
ccux-ci est un polynéme exponentiel, exp rz, dont les coefficients
se déterminent par la formule (1).

Le théoréme précédent s’applique au produit d’'un nombre
quelconque de polyndémes exponentiels, et ainsi

exp (az).exp (bx).exp (cx)@exp(a.—’b—{ c)z,
expaz.espbr.exspex.expdruesp({a+b-—c—+d)=z.

Cependant, on doit observer que, si deax polyndmes deviennent
identiques, on n'a pas le droit d’écrire

eExpaxr S exp 2azx,;
p 2cha exp ;

mais il faut calculer les coefficients b du carré de la forme espar,

par la relation
brets (a +a')m,

en considérant d’abord comme distincts a et @', et en remplagant
ensuite, dans le résultat final, a” et a'? par a,.

123. Probléme des rencontres. —- Nous appliquerons les mé-
thodes du calcul symbolique & plusieurs problémes sur les per-
mutalions et, en particulier, au célébre probléeme du chevalier
de MonTaorT, traité par Evier, et connu sous le nom de probléme
des rencontres. 11 s’agit de déterminer le nombre des permuta-

tions de n ¢éléments
Ayy Qzy; ..y Qp,

dans lesquelles aucun ¢lément n'est placé & un rang égal a son in-
dice. Ce probléme revient évidemment & déterminer le nombre
des permutations figurées (probléme des tours, n® 43), dans les-
quelles il ne se trouve aucun élément sur I'une des diagonales,
telle que a~' ( fig. G8).

Dé-ignoas par Q, le nombre des permutaticns dans lesquelles
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aucun ¢lément n'est & son rang naturel, et par P, le nombr
total 2! des permutations. Soit b 'une des (n —1) pgcilions de lle
tour, sur la premicre colonne, la case @ du coin ét.ar;t excepté )
d’apres Fhvpothese. Nous devons considérer deux cas sufvae’
que, dans la ligne inféricure, il y a une tour ¢/ symétrique’de b "
rapport a la diagonale aa’, ou en une autre position quelconqusir
Dansle premier cas, en supprimant les ligues et les colonnes con;

Fig. 68.

Probléme des rencontres.

tenant b-et 0', il reste un ensemble de cases qui correspond, dans
la question présente, a un échiquier de (n— 2) cases de’ coté.
Dans le .second cas, échangeons les colonnes contenant b et c;
alors ¢ vienten a, et b sur une case non située sur la diagonalet
par suite, en supprimant la premiére ligne et la premiére co]onne’
il reste une solution sur I'échiquier de (12 —1) cases de coté; on 7
donce larelation de récurrence o

l' —
( ) Q/z*(n_])[Qn—l+Qn—!]'
Ou trouve winsi successivement, pour les premiéres valeurs
de n, l
nlo. 1, 2, 3, 4 3, 6, 7
2 43 3
[éé/_/,qn 1, 0, 1, 2, 9. 44, 263. 1834, 14833.

(J]I.'l ohbserve immdédiatement, pour les premicres valeurs de »
en divisant ¢ : nar e ‘e suiva 7
t chaque nombre Q) par le précédent, la loi suivante

{2) R
! Op=nQpg~—(—1)7;

' o
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nous allons démontrer que cetle relation est géncrale. En eflet, s1
dans la relation (1) nous changeons n ¢n (n 4+ 1), 1l vient

Q1= n{Qu—+ Qn)ks
en retranchant de la précédente, on trouve
1= (1) Q= (—1p+1;

clest précisément la relation (2), dans laguelle on remplace n
par (n+1). Ainsi, cette formule est générale. En divisant ses
deux membres par P,= n!, nous avons

9£¥Q"*1+(:l_)--
Pn—_Pn—l Pll ’

si Pon fait successivement n=2,3,4,..., €t si Von ajoute les
égalités obtenues, il vient

Qn _

t S (—=nn
P, 2!

1 1
_3_!_.}_&_!____(

n!

La méthode précédente ne differe de la solution donnée par
EuLer que par la forme géométrique (). Nous exposerons une
autre méthode fondée sur le calcul S}mbolique; cette solution,
trés remarquable par son élégante simplicité, est due a M. Neo-
pere (voir Mathesis, t. 1, p- 25).

Considérons l'ensemble de toutes les permutations, c’est-a-dire
de toutes les solutions du probléme des tours, en nombre . Parmi
celles-ci, le nombre des solutions ne contenant aucun ¢lément a
son rang, c'est-3-dire aucune tour sur la diagonale, est, par défi-
nition, égal a Q,. Le nombre des solutions contenant une seule
tour sur la diagonale est, comme oOn le voit en supprimant la
ligne ctla colonne contenant cette tour, nQu_y. En général le
nombre des solutions qui contiennent p tours sur la diagonale est

(*) Recherches sur une nouvelle espéce de carrés magiques (Mémoires de la
Socicte des Sciences de Flessingue, L. IX; 1779)- — A propos de la relation (2),
EULER ajoute: « Mais je dois avouer que je m'ai trouvé la propridté de déterminer
chaque nombre par le seul précédent que par induction, ct je ne vois pas trop
bien comment on pourrait la déduire de la nature de la série. » Cette difficulte,

signalée par EULER, & ¢été resolue par M. NEUBERG.
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¢ al au produi
aOb' 4 I t dC Qll—p par ]6 nombre dCS maniéres d
P Jels sur n Cases, ou ]C DO]HI)I‘C CF .
kel

jels pris p A -

, ]I Pap. Enfin le nombre des solutions cont

sur la dmgona]c cst o1 par conséquent . ot e
nellement Qo=1, on a ! ’

. placer
des combinaisons de n ob-

en posant convention-

P,=0qQ +nQ "(’:l-_")
nt =Qpy = ——
p Nt )2 Q"_2+"‘+Qo,

ou, symboliquement,

P ek (Q 1)1

at _1, 'es S ,[Ilboleb I et +I sont equl‘alents dans le -
ns Y (Q ) S fOI‘
”]u]eb alc‘ebl lqlles, on a dOIl(: avec une \al‘lable Z I ldentlle
H )

»(P—!—,’l‘)ng_u(Q_{_ I+x)7t,

ct en su s -
pposant .z = —1, il vient

Qr s (P — )
) ou Q, < Arp,,
Plus généralement, si I'on désione par An]
gements simples de m élément it 1 & v pen e 1 e
g Sprisnane .
des arrangements discordants av}ec u e o
les : n arrang ‘est-3-di
des arrangements 1tels qu’aucun des élé e T aire
e peements 1€ls g es €lements n’occupe la méme
piace que dan angement donné, on a encore les f.
S s, In : S
» Indiquees par M. Nevperg : h mles

n

A7 A,
Ao (1 — gy
o S = w)n, avec i, = Br-» .
Bl}»z Lo (] — 7 r mn=p
* » 4] — An-p .
Bﬁ, eto ! C\Pf¥ w) . » .{m‘f”
: Ay ) n
w, = C2-P

P m=p.

A )]‘1"5 l g Y
s [¢] d‘ 3
,J]aci ] €\ C]O]ll’)f‘l“('nt dCS SCCOndS meml)rcs 6] d 1
2r 1es ex . < . ’ ‘ )
| ] ‘ CXPOSd“l: d@ Z[, [ANES paI‘ dCS iﬂdices [)’ ] Ollplev]p
‘Jd[' (6 \'a]eul‘SlrJdiquée= C d(: 1o ’ Ulsrup, ; e
S, <S]onar.lt dCS COJh])inaiSOHS Sinlples
Ea”r’mple I. — Déve |

On'déduls dog Jopper Pexpression (Q,

formules (1) et (2) :P.) en produit continu.

Qn = Qn--q Qn

Pn - l'n,, 1 : (}

R

— =i

——

 —

o
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par suite, en remplagant successivement n par 2,3, ..., i, ¢t cn multi-
pliant, membre a membre, les égalités obtenues, il vient

Qn .
D

12
P, 2378

Ce caleul a été indiqué par M. Hgrugs (Archives de GRUNERT)-

Exemple II. — Probléme des ménages. — Des femmes, en nombre n,
sont rangées autour d’une table, dans un ordre déterminé; on demande
quel est le nombre des maniéres de placer leurs maris respectifs, de telle
sorte qu'un homme soit placé entre deus femmes, sans se trouver & coté

de la sienne?
Le probléme revient évidemment 3 déterminer le nombre des permuta-

tions discordantes avee les deux permutations

1, 2, 3, 4 ---» (n—l), n,
2, 37 -!l’ 55 LR n, 1,

cest-i-dire 3 déterminer le nombre des maniéres de placer n tours sur
Péchiquier, de telle sorte que ces tours né soient pas mutuellement en
prise, et ne se trouvent pas cituées sur les cases de la diagonale ascen-
dante , ni sur celles de la paralléle immédiatement au-dessus, ni sur le

coin inférieur a droite.

Nous ne connaissons aucune solution simple de cette question, dont
Ténoncé donne lieu a I'étude du nombre des permutations discordantes
de deux permutations déja discordantes et, plus généralement, du nombre
des permutations discordantes de deux permutations quelconques. .

124. Des permutations figurées, symétrigues par rapport 4 une
diagonale de l’échiquier. — Nous commencerons par déterminer
le nombre D, des permutations qui sont symélriques par rapport
a la diagonale aa' (fig. 69). Deux cas peuventse présenter, suivant
que la tour placce dans la premiére colonne est au coin a de la
diagonale, ou en b, case quelconque de cette colonne autre que a.
Dans le premier cas, en supprimant la ligne et la colonne qui con-
tiennent a, il reste un échiquier de (n—1) cases de coté. Dansle

second cas, a la tour b correspond néccssairement la tour 0', sy-
En supprimant les lignes et

mélrique par rapport a la diagonale.
il reste un cnse'nble de cases

les colonnes qui contiennent betl,
’ sonsidé lles d'un échiquier d
que l'on peut considérer comme celles d un éemquier de (n—2)

cascs de ¢oté; mais b peut occuper (n—1) places. On a done la re-

lation de récurrence

(n D,=Dypy+(n— 1)Dys,
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o

ou, en posant D, = w,. et en ol
: - n changeant n T . . . .
S en (2 +-1), loutes les tours, a 'exception de sir, sont stluces sur la diago-

(2) AU, = nu,_y; nale aa', est
I r - '
el, en général, ' mcicﬁ—zcﬁ—u
3. Z(,Q o d_f(u). -
“ d‘f et ainsi de suite. On a donc

)n tzcay i '
On tzcave. par un calcul direct, les valeurs suivantes -

2D

! 1 - L
- L D":l+ICz+l'.2C C,-;_,+l_2-3C,—,C;,,C,",_,+...,

! Q
o 1, 2. 3, 4, 5 6, 7, 8,

W >
D, I o2, 4 ‘
g B : s 4. lo, 26, -6 2 - . . .
> 70 232 76, < c'est-a-dire
La relati . .
i elation (1) ne permet pas d’obtenir facilement D f '
tionde n; mais on v parvient de | s . n en fonc- D _]_Ln(n—-l);n(n—l)(n—z)(n——3)
) : ] v parvient de la maniére suivante. Lorsque, dans " 2 i 2.4
ne so - .
e mrunon' clluehonque D,, symétrique par rapport a la diago- n(n—1)in—2)(n—3)(n—4(n—=5)
e aa’, on échange les colonnes contenant deux positions symé N 2.5.6 sl
triques, telles que b et &' ; : ' B
A , et A ‘ .
tous les con 125 d N falt la méme opération pour
o -;lrl E , e posnllons symetriques, on replace toutes les ‘ ou encore, sous forme symbolique exponentielle,
ours »d a diagonale aa’. On voit donc que le nombre des solu .
lions. dans le;que]]e; to N -
: s les s toutes les tours, a l'ex i A2p
) xception de deuz, sont D, <~ espax, avec ap = 2';) .
«n
Fig. 6g.
. i ‘ 125. Des permutations figurées qui sont symétriques par rap-
I l - port aux deux diagonales de Yéchignier. — Nous observerons
| ; . L. .
| ] : d’abord que toute solution symétrique par rapport aux deux dia-
[ | l gonales est symélrique par rapport au centre; inversement, toute
| /1 ! solution symétrique par rapport au centre el a l'une des-diago-
: i/ . : nales I’est aussi par rapport & I'autre diagonmale. Il suffit donc de
cEE 17 f N considérer 'échiquier pair de 2 n cases de cdté, et si I'on désigne
e _ q P ) €Ly
N : par B le nombre des solutions, on a -
k& Bf.’l—‘rl = Bin-
- N "
~1tuées surla diao <t 1s .. . , . ° . .
e . con;ale, estlenombre des combinaisons simples C2; 1l esiste nécessairement une tour sur la premiere colonne; s1on
N Aol ensulte gque le nomi e . " : . . . e Y . e
s o o { . bre des solutions dans lesquelles toutes ' la suppose en un coin. @ ou b (fig. 50), il en résulte 'a posiion
+ exceplion de quatre, sont situées sur aa/, est d’une scconde au coin opposé a’ ou &' Mais si I'on suppose la

tour de la premicre colonne a une case b (fig. 71) distincte d’un
coin, il en résulte la position de trois autres tours cn b', ¢, ¢’. Dong,
puis on reconnait que le nombre des solut; en supprimant les Iig[}es et les CO]L:'D]].CS fiuiren{;crmem des tours,

: des solutions dans lesquelles il reste, dans le premier cas, un échiquier de (2n —2) cascs de

1 3
— CiCz_

1.2 25
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ik

(.ola. et. dans le second. un ensemble de cases que I'on peut

sidérer comme un échiquicer de (22— {) ca d ‘P' Co'n-
i) cascs de cOté; mais,

a

v

(]R“‘\] > Lond as [ E P .

( s l]e 1t OCCUPeI‘ (‘Z n ‘)) S ]' d
e. ¢ ' ositions OH a onc
d ]E]allon de recurrence

Bsp= 2By, a+ (2n—2)By,_,

On trouv incy
rouve ainsi, pour l - s
: 1, pour les premiéres v
sutanis: I l aleurs de 7, les nombres
nlo, 1, 2, 3. , 5, 6 - 8
; , 8,

- .
Beloo v 20 20 6, 6, 20, 20, 56.
€S permutations figurées qui sont symétrigues par rap-

port & un i i
o & \‘? dlagfn?ale et qui n’ont aucune tour sur cette diago-
~ous désignerons par T, le nombire des solutions pour

e —————

P — —

-—

»

e e i e

(\.
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Péchiquier de n cases de coté; il est évident que le probléme ne
comporte aucune solution pour n impair; d'autre part, on voit fa-
cilement, par la considération dela fig. 69, que 'on a

Tﬁu = (2"’_ ‘)Tin—!;
par sulite,
Tep, = 1.3.5...(2n—1),

et
To=1. Tepy1=0-

Nous avons obtenu précé¢demment (n® 124) le nombre Dy des
permutations figurées qui sont symétriques par rapport i une dia-
gopale. En appliquant le raisonnement de M. Neusere (n° 123), an
cas qui nous occupe, on trouve la formule symbolique

D7 ets (T 4+1)7, .

et, par suite (n° 121),
' Tn eho (D —1)m.

127. Des permutations figurées qui sont symétriques par
rapport au centre et qui n’ont aucune tour sur une diagonale. —
Désignons par S, le nombre cherché pour I'échiquier de n cases;

on a d’abord, pour I'échiquier impair,
Ssp41 = 0.

Lorsque le coté 2n de I'échiquier est pair, on a trols cas a con-

sidérer : .

1° La tour de la premiére colonne, a gauche, estau coin qui ne
fait pas partie de la diagonale considérée 7 ; alors, en suppri-
mant les bords de 1'échiquier, il reste un échiquier de (2n —2)
cases de cOté; on a ainsi Sap_s solutions.

20 La tour a de la premiére colonne n’étant pas dans un coin
peut occuper (2n — 2) places; <'il existe, dans la ligne inférieure,
unc lour @ symétrique de @ par rapport ala diagonale .7, la sup-
pression des lignes et des colonnes, contenant @, @' et les cases

symétriques par rapport au centre, donne un ensemble Ce cases
{) cases de coté;on a ainsi

qui correspond a I'échiquier de (27— 4
(27— 2) Sap_s solutions.

49 La tour est en a et la tour de la ligne inféricure n’est pas la
symétrique de @ par rapport a la diagonale; alors on échange les
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A v ., .
I= {2 ( s identités symboliques
o i
efi e
on 5y
L
ésignées par les notations
ableau :
l 7
| B, | R.
1 I
I 1
N 2 o
2 o
6 2
6 2
20 o
! 20 o
dl_' 1 76 12
76 12
L
312 o
312 c
2 | 1384 | 120
20 -
1 ]
s solutions primordiales,
I 2| fliztinedf tions que I'en peut déduire
"eehi un ou deux quarts de tour,
- S L Cane dff afles, ou d 'une des diagonales
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C ee quier 1€ (]4\‘”(3[“ ns ar ]a I tre
(l > 1 ]I] C ...\ $§ 81 }) ClLtrg re (I or Q' Ondante je
omk re des \Ql 1tion ,jo' t g Cque ¢ re d
n 3 ations P!“ll(” lales dC (]1JCUH dCS g I()U]leS })]43( c ]eut:

EII L\Ckp[\ln[ l t(‘hlqu Cl d une case,
l"".l‘ l]t‘u-( = P q 3 re
=t s
= . (Llla ]]alet SO1t par rotation d un Ual[de tour dOllrle une aut

B, = 2§3n: Ruzzail-
;

Toute <olutian TOROSymétrique, ¢est-j
centre : : iagona
1 .;FL eupar rapport & una seyle diagonal

. el
@ dolt tenir compte des solutjons bisymé

~dire symétrique par rapport au
€ €n produit trois autres; mais
Tiques: on trouve ainsj

7 .
4°/z‘l--fpn=2Dm

472=G,—B,—R,;
¢e qui détermine Y5 On a ensuite
. .
n=13B =1 )
ﬁ 2 s P”—‘:?Rllv 012:%Dn“‘;‘B
n-

<
S1a, désigne le nombre des

S ; permutations prj i i
aucun caractére de symétrie Phacuns mes fe o resentent
J 3

on a, -puj
on a, Puisque chacune d’elles en donne hyjt

820+ 434+ fo0t 45
ot ainei n 4:1""4{4“‘4?n+2,3n=1)m

81/1: pn+ B/z— Gu_ Dn-

Enfin, Je
: le nombre total o, des solutions primordiales est

0, = 0 .
2= Ap = S T+ 6/L+ Pn-

O mner, p ur emiere \'a] rs d nl , .
rm B s [) s eu :
o € Tab]eau su
On f € ains; (e) ICC € lvant

n.
) N e I
3 : & 1l o 1
i . ° I o N
: ! 2 o 3 I
* 9 1o | 7
6 | ! 9 | 3 I 3
7ol 28 =1 10 2
2 e 106 | 5 ' Yo ¢ 115
8 i820 | 344 b s 0 694
9 66 Il a4 /4 38 6 528
:HJ/) 1 1272 | _/_4, | 38 6 2
io 450825 | 4592 | 88 ‘ 5 46066
kT {9 802~4 -F 17692 ‘ 882 56 0 456454
1 5083148 | ponny 1 ol 4
2 9835518 ! 69384 l 1 692 6o ’_'999004
! . ' 399 16028

il nous TFesle 4 ¢ onner Jles v mier 2 i8 (D]l] ns corres—~
e ]LS a](:ms nu lqu(.: dl, S 1¢ qU
8 S 1 r

toute solution bz's-yme'trl'gue soit

e

o '_
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pondent aux premiéres valeurs de n pour les permutations restreintes,
c'est-a-dire des permutations figurées qui n’ont aucune tour sur I'une des
diagonales; ou sur les deux. Nous laissons au lecteur le soin de déterminer
les nombres des solutions primordiales correspondantes.

Q. permutations figurées simplement restreintes;

Sa symétriques au centre et restreintes par une diagonale ;.

T, symétriques et restreintes par une diagonale;

U, symétriques aux deux diagonales et resireintes par 'une d’elles;
YV, symétriques et restreintes pour les deux diagonales.

LG 280 1 -
(o~ 77 (LA &
n. Q.. S, T, U, | v,
o i 1 1 I 1
[ N o o o 0
2 I 1 i 1 o
3 2 o o o o
4 9 5 3 3 2
5 44 o 0 [} [
6 265 29 15 7 0
7 185 o o o o
8 14833 233 103 25 12
9 133496 o o o o .
10 ‘ 13 34961 2329 945 81 o
1 ‘ 15684550 | -~ o ol "o o
12 i 1762 14841 | 27949 | 10395 331 | 120
| 1

Eremple I. — Déterminer le nombre des permutations figurées, symé-
triques par rapport & une diagonale de I’échiquier, et n’ayant aucune tour

sur l'autre diagonale.

—

I, I, 2, 8’ 50’ N

dans laquelle ug =y =1, et
Up=1(2n —1) Up—y — (R —1) Up—s; \

démontrer que I'on a
§ 5.9, Clor

'lnlln:I—«-l-C',,A ~1.5.C

( SYLVESTER).




